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Bevezetés

A kovezés (pebbling) egy egyszemélyes matematikai jaték, melyet M.
Saks és J. Lagarias vezetett be.

Alkalmazasok:
@ Szamelmélet
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Bevezetés

A murvazas (rubbling) a kovezés egy kiterjesztése, melyet Belford és
Sieben vezetett be 2009-ben.
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Kbévezés és murvazas
A kévezés a murvazas egy korlatozott valtozata.
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Lehetséges célok

@ legalabb 1 k6 egy adott cstcson
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Lehetséges célok

@ legalabb 1 ké egy adott csicson = ez a cslcs elérhetd
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Lehetséges célok

@ legalabb 1 ké egy adott csicson = ez a cslcs elérhetd
@ legalabb 2 k6 egy adott csucson
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Komplexitas

Tétel (Hulbert, Kierstead; Watson (2005))

Adott egy G graf, egy p kbeloszlas és egy v csucs. Annak eldéntése,
hogy v elérhetb-e kovezo lépésekkel, NP-teljes feladat.
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Tétel (Katona, Sieben (2016))
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Optimalis kdvezés és murvazas

@ Mennyi az optimalis murvazasi szam, gopt(G)?
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Optimalis kdvezés és murvazas

@ Mennyi az optimalis murvazasi szam, gopt(G)?

Definicio

oopt( G) az a minimalis kbszam, amit el lehet helyezni a graf csucsaira
ugy, hogy barmely csucs elérheté murvazo lépések sorozataval.
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Példak

P, jeldlje az n cstcsu és n— 1 éll utat.
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Példak

P, jeldlje az n cstcsu és n— 1 éll utat.

Megfigyelés

00pt(P3) = mopt(P3) = 2
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Példak

P, jeldlje az n cstcsu és n— 1 éll utat.
Megfigyelés
0opt(P3) = mopt(P3) = 2
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Kapcsolat a murvazas és a kdvezés kdzott

Megfigyelés
Qopt( G) < 7Topt( G)

Bizonyitas.

Ha egy eloszlas megoldhat6 kdvezo Iépésekkel, akkor megoldhato
murvazo lépésekkel is. O
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Példak

Megfigyelés
00pt(Kn) = Topt(Kn) = 7
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Példak

Megfigyelés
7Topt(ljb) = 6
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Példak

Megfigyelés
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Példak

Megfigyelés

Qopt(PQ) =5

1 0 1 0 1 0 1 0

® @ @ @ @ @ @ @
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Ismert eredmények az optimalis kbvezésre

Az optimalis kbvezési szam ismert:

Utakra: mopt(Pn) = [2n/3] Pachter, Snevily, Voxman (1995)
Korbkre: mopt(Cn) = [2n/3] Bunde et al. (2008)

Létrakra: Bunde et al. (2008)

Telijes m elagazasu fakra: Fu, Shiue (2000)

Hernydkra (Caterpillars): Fu, Shiue (2009)

d-dimenzids kockakra: mopt( Q%) = (4/3)9+00°e ) Moews (1998)
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Ismert eredmények az optimalis murvazasra

Az optimalis murvazasi szam ismert:
@ Utakra: gopt(Pn) = [(n+ 1)/2] Belford, Sieben (2009)
@ Korokre: oopt(Cpn) = [n/2] Belford, Sieben (2009)
@ Hernydkra: Papp (2010)
@ d-dimenzids kockakra: gopt(Qd ) ahol d < 5 Belford, Sieben (2009)
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Nagy racsok optimalis kdvezése
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Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat

Természetes konstrukcio:
Xue, Yerger (2017)
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Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat

Természetes konstrukcio:
Xue, Yerger (2017)

Tétel (Gydri, Katona, Papp (2020))

Topt(PnOPn) < ;nz + O(n) = gv(G) + o(v(QG)).

~ 2 ~ 4
0.285 ~ 2 < 0.307 ~ 4

Katona Gyula Y. (BME) Récsok optimalis kdvezése BME 19/30



Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat

Katona Gyula Y. (BME) Récsok optimalis kdvezése BME 20/30



Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat

Katona Gyula Y. (BME) Récsok optimalis kdvezése BME 20/30



Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat

Katona Gyula Y. (BME) Récsok optimalis kdvezése BME 20/30



Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat

Katona Gyula Y. (BME) Récsok optimalis kdvezése BME 20/30



Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat
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Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat

4 4 4
< 1‘ 4 44—
i
4 pl— 4 —»4 4
Y
]
4 4 4
Y
4 4 4
4 4 4

Katona Gyula Y. (BME) Récsok optimalis kdvezése BME 20/30



Nagy racsok optimalis kdvezése, felsd korlat
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Nagy racsok optimalis kdvezése, also korlat

Tétel (Gydri, Katona, Papp (2020))

2
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Nagy racsok optimalis kdvezése, also korlat

Tétel (Gydri, Katona, Papp (2020))

2

~ 2 _ ~ 2
§~0111 < & =0.153 <0285~ 2

A bizonyitas meglehetdsen bonyolult.
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Lépcsok optimalis kbvezése
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Lépcsok optimalis kbvezése

I
4
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Lépcsok optimalis kbvezése

Tétel (Gyori, Katona, Papp, Tompkins (2019))
Ezek élesek egy additiv konstans erejéig.
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Lépcsok optimalis kbvezése

Tétel (Gyori, Katona, Papp, Tompkins (2019))
Ezek élesek egy additiv konstans erejéig.

Optimalis kdvezési siirliségek Iépcsdkre
3-atlos 1épcsd: § = 0.5

4-4tl6s lépcsd: 3 = 0.375

5-atlos lépcsd:

6-atlos lépcsd: § = 0.33
7-atlos 1épesd: 2 = 0.2
Szélesebb lépcsdk esetén a probléma nehezebbnek tlinik, mivel az

optimalis eloszlasban a kévek mar nem a kdézépvonal kbzelében
helyezkednek el.
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Nagy racsok optimalis murvazasa, felsd korlat

popt(PaIPy) < %nz +0(n) = 1v(G) + o(V(G)).

5

£=02<0285~3%
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Nagy racsok optimalis murvazasa, felsé korlat
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Nagy racsok optimalis murvazasa, felsd korlat
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Nagy racsok optimalis murvazasa, alsé korlat

Egyszerl alsé korlat frakcionalis murvazassal:
%V(G) < popt(PnPp).
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Koszonom a figyelmet!

Katona Gyula Y. (BME)

Réacsok optimalis kovezése
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